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Abstract

(About Jackson g-Bessel functions)

Laplace transform allows to resolve differential equations in the neighborhood of an
irregular singular point. The purpose of the article is to study how to apply a basic Borel—
Laplace transformation to g-difference equations satisfied by the g-Bessel functions of F.H.
Jackson. Connection matrices are obtained between solutions at the origin and solutions at
infinity.
© 2003 Elsevier Science (USA). All rights reserved.
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0. Introduction

En 1847, E. Heine a introduit le g-analogue »¢,(a, b; ¢; g, x) de la série hypergéo-
meétrique »F (a, f;7; x) d’Euler-Gauss par la formule

(a;9),(b;q)
201 (a,b;¢;4,x) = D W\ T D n yn
n; (@9),(c;9),,

)

ou ¢ désigne un ¢€lément de I'intervalle ]0, 1], a, b, ¢ désignent des nombres complexes
tels que c¢ g, et ol I'on note, pour tous zeC et neN:

(z;9) =1, (z;qr)nJrl =(l=z)(1 —zq)...(1 — z¢").
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On s’apergoit aussitot que si |x| <1, alors
Jm 201(¢7,4": 414, %) =2 Fi(o, B ;%)

pourvu que y ne soit pas un entier négatif ou nul.
Soient Z,, o, les opérateurs aux g-différences définis respectivement par les
formules
J(x) —f(gx)
Dof (X) =—F7—~—
! (1—g)x
On peut vérifier que la fonction u(x) =, ¢,(a, b; ¢; ¢, x) satisfait a ’équation aux g¢-
différences

i O'qf(x) :f(qx)

—¢ (I1=a)(1-=5)—(1—abq)
+
l—gq l—gq
1—a)(l1-5b
_ % u=0, (0.1)
(1-9)
laquelle est une équation aux g-différences fuchsienne sur la sphére de Riemman
P(C). En utilisant une intégrale de Barnes-Mellin, G.N. Watson a établi, en 1910,
une formule permettant de lier 2, (a, b; c; ¢, x) a des solutions a I'infini de I’équation
(0.1):
201(a,b; 6,9, x) = Ci(x),9,(a,aq/c; aq/b; 4, cq/abx)

+ Ca(x) 204 (b,bg/c;bq/a; q, cq/abx) (0.2)

x(c— abx),@;u +

X|Dqu

ou
b,c/a;q)  (ax,q/ax;q),, a,c/b;q)_, (bx,q/bx;q)
C](x):( / ?) ( 61/.q)v7 Cz(x):( / fi) ( 61/.61) .
(¢,b/asq) ., (x,q/x:9), (c,a/b;q) . (x,q/x;9),,
Ici, on considére le prolongement analytique de la fonction ¢, (a, b; ¢; ¢, x) dans le

secteur ouvert défini par |arg (—x)|<m et on suppose que les paramétres a, b, ¢
vérifient les hypothéses suivantes:

a,b#0; c,a/b¢q”.

On pose, pour tous z;, z, €C:

(z1,220) 0 = (259) 0. (2230) 0, (F530)0, = [ (1 =24
n=0
Il'importe de noter que Cj(gx) = C;(x),j = 1, 2, ce qui signifie que les C;(x) sont des
Sfonctions g-periodiques. On peut dire que la formule (0.2) est un g-analogue d’une
formule de connexion classique pour la fonction »F(a; 5; 7; x) ou, plus exactement,
pour I’équation hypergéométrique d’Euler-Gauss associée ; pour plus de détails, voir
[6, p. 106; 12, p. 116].

Dans le présent article, nous nous proposons d’établir une formule similaire a (0.2)
mais cette fois pour la fonction ,¢,(0,0; ¢; ¢, x) avec ¢#0, cette derniére étant lice a
une version g-analogue de ’équation différentielle hypergéométrique de Bessel. En
fait, F.H. Jackson a introduit (cf. [6, p. 25; 7, (1.13)]), en 1905, deux versions
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g-analogues pour la famille des fonctions de Bessel J,, ve R\{—1,—-2, -3, ...}, dont
I'une est la suivante:

v+1. ) Y 22
JW (x: :7(q oo (X 0.0:0" g 2 ).
(X7 q) (q7 q) (2) 201 , Ui g v q, 4 3

0

la définition de I'autre g-analogue JP? (x; q) sera rappelée au § 4 de notre article.
Soit p = /g; on a la relation

1—p' 1—p™ X 2
(X% - ﬁ) (x% T, )Jﬁ”(x; q) + (m) IV (x;9) =0,

qui n’est rien d’autre qu’une version discréte de I’équation différentielle

4 4 )yt xy=0
xdx v xdx vi]iy+xy=0,

satisfaite par la fonction limite lim,_, ;- Jf,l)(x(l —¢q);q), traditionnellement notée

Jy(x). Par ailleurs, I’équation précédente satisfaite par y(x) :Jf.l)(x; q) peut se
mettre sous la forme (p = /q)

{Gq — @ +q")o, + (1 + %) }y(x) —0,

ce qui permet de dire que le point a I’origine est un point singulier fuchsien et celui a
I'infini un point singulier irrégulier (cf. [1,14]).

Dans la suite, nous supposerons que v est un nombre réel fixé tel que v¢ Z. Vu que
I’équation (0.3) est invariante par la symétrie v— — v, la fonction xr—>J(,lv) (x;q)) en
est également solution. D’apres [7, (2.5)], on a

@99, "
((17 q; q)oo (—X2/4; q)w7

TV (x;9)I8) (px;q) — TV (px; )T (x;9) =

en d’autres termes, le p-wronskien du couple de solutions (J\(,l)(x; q),J(_IJ (x;q)) etla
fonction (—x?/4;¢),, sont inversement proportionnels. On en déduit que les

fonctions Jv(l)(x; q), J (x; q) constituent un systeme fondamental de solutions de (3)

au point a l'origine. Le reste de notre article a pour objectif initial d’établir la
formule de connexion entre ce systéme de solutions et /e systéme de solutions a
I'infini, tout en sachant que deux systemes fondamentaux de solutions d’une méme
équation aux g-différences linéaire peuvent étre connectés par une matrice composée
de fonctions g-périodiques; voir les coefficients Cj(x) de (0.2) ci-dessus.

Décrivons briévement le contenu de la suite de notre article. Dans les § 1 et § 2,
nous appliquerons une transformation de Borel-Laplace g-analogue a I’équation ¢-
Bessel (0.3) prés du point a I'infini et nous obtiendrons un systéme fondamental de
solutions au voisinage de 'infini; le résultat central est le théoréme 1.4 et celui-ci
donnera immédiatement la formule de connexion voulue, exprimée dans le
Théoreme 2.1. Dans § 3, aprés avoir dégagé un rapport entre cette formule de
connexion et la formule de Watson (0.2) rappelée ci-dessus, nous expliquerons
comment en déduire, par passage a la limite avec ¢ — 1~ la somme de Borel des séries
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hypergéométriques confluentes de la forme , F relatives aux équations différentielles
de Bessel. Dans le paragraphe 4, la seconde famille des fonctions ¢-Bessel JSz) (x;9)
sera considérée comme transformée de g-Borel-Laplace de la famille Jf,l)(x; q); ce

point de vue nous permet de développer, comme dans [4], les J§2)(x; ¢) a linfini (voir
(4.7)). Dans le dernier paragraphe, nous ferons quelques commentaires sur des sujets

\ ’ . . . ’ 2 .
connexes a ce présent travail : localisation des zéros de J >(x; q), fonctions
trigonométriques g-analogues, etc.

1. Résoudre I’équation (0.3) a I’aide d’une transformation de ¢g-Borel-Laplace

Posons ¢ = 1 /x et y(x) = z(¢); ’équation (0.3) s’écrit sous la forme

{or =@ P+ (14 55) b =0,

on en déduit celle-ci:

1 S -
{(1+4.q2l2)0_q_(q1/2+q /2)617_’_1}2([)_07 (11)

ou t = 0 est un point singulier irrégulier. Nous allons chercher des solutions sous
forme du produit d une fonction g-exponentielle (modifiée) par une série entieére en ¢.
Utilisons la fonction théta de Jacobi comme fonction g-exponentielle et posons

— Z pn(nl)/Ztn< — Z qn(nl)/4ln> )
neZ neZ
La série 0,(¢) définit une fonction analytique sur C*, ayant —p% (= {—p™ :meZ})
pour ensemble de zéros et vérifiant la relation fonctionnelle t0,( pt) = 0,(1).

Si I’on pose, pour tout ae C*:
1 1,

&4(1) :W v l¢&P )

on obtient une fonction méromorphes sur C* et ayant 1 p% pour ensemble de poles;
compte tenu de la relation ¢0,( pt) = 0,(¢), on a;

0p6y(t) = —at8y (1),  0,6,(t) = o2 \/qt*&,(1).

Choisissons o de maniére d'avoir &*\/q 7> = —1, i.e. o= 2434 ou o= —2¢°/%;
substituant z(z) = &,(¢)f () dans I’équation (1.1), on est conduit a I’équation
{—(1+ 44’0y + alq"* + ¢ )i, + 1}/ (1) = 0, (1.2)

laquelle admet des séries entiéres en ¢ pour solution.
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Considérons f,(t) = >~ ant" 1a série entiére solution de (1.2) et telle que ap = 1;
posons ¢,(7) la série définie par

ga(f)zdplfy Zapnnl/Zn

n=0

laquelle correspond formellement, dans la terminologie employée dans [14,15], & la
transformée de “p-Borel”” d’ordre un de £, (mais ici 0 <p < 1!). En vertu de la relation
“opérationnelle”

Qp;l([mo';) _ p—m(m—l)/ZTmO_;—mgp;l \V//, }’}’IGN,
on trouve que g, satisfait a I’équation
gulqr) = (1 +a(¢"? + ¢7%)t — 4¢")g(x).
Puisque o> = —4¢>/? et 0<g <, par itération on obtient:
1
(—oq"t1q) ., (—o0g~tq),

ce qui montre que la fonction g, est méromorphe sur C, avec

v/2—n —v/2—n
{ 4 , 4 :neN}
o o

comme ensemble des poles, simples. Par conséquent, f, est une fonction entiere.

gu(t) =

Théoréme 1.4. Conservant les notations et hypothéses ci-dessus, on a.
0 ( q‘/z ) xz
Sfa(t —772 0,0;¢"" — |+
D=ty 0,27
0,(—ag™"1) < +1 X
+ 7290 0,0;6]7% 3d —
@q9),, 4

ou xt =1 et |x|<2.

Preuve. D’aprés la définition de g,, la fonction f, peut étre vue comme le produit de
Hadamard de g, avec la fonction 0,; par la formule de Cauchy et le théoréme des
résidus on trouve:

£ =5 [ o0 ()%

e (e 2

n=0

_ Z Res {Jx ( )l‘c = —qvf"},

n=0

ou 0<r<ry :=max{q"?/|a|,¢"/*/|a|}. La derniére égalité peut étre justifice de la
maniére suivante: a chaque entier naturel N on associe dans le plan des 7 le cercle
%, positivement orienté et ayant |t| = ¢~V~1/2r; pour équation; on applique ensuite
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le théoréme des résidus a I'intégrale de contour

27 ([, /| ,)g‘ )dr’

avec un résultat établi dans [9,14, Lemme 4.3.7], on minore sur les cercles €y la
fonction entiére d’ordre zéro t— 1/g,(t), ce qui implique que la limite de I'intégrale
précédente effectuée sur ces cercles, quand N augmente indéfiniment, vaut zéro
pourvu que le module de [¢| soit suffisamment grand.

On compléete la preuve par des calculs des résidus, avec les formules suivantes
(neN, 1eC"):

Op(p"t) = p~" V0, (o),

1 1 -1 n+l_n(n+1)/2
Res {4—:‘5:2(1”} :—( ) 4 ,
(t/2q), T (4:9) . (a:9),

1 - (_/"L)*ﬂqn(n+l)/2 7
Gaq),  (hq).,(9/%49), (eq). B (13)

Dans le théoréme précédent, f,(—¢) = f_,(¢); en outre, on établit aisément le

Corollaire 1.6. On a:

20 0 O,qv+1.q _x_z _ (qaqiv;q)oo(e ( oq ‘/2 ) a(l) (’xq v/2 ) 1( ))
T4 0p(—0q*/20)0, (g =*2t) — 0,(0q"?1)0, (—01g /1)

ou xt=1et 0<|x|<2.

2. Formule de connexion pour I’équation (0.3)

Les fonctions Jél)(x; q), JU (x; q) introduites par F.H. Jackson constituent une
base de solution en x = 0 pour I’équation (0.3). En vue d’obtenir des formules de
connexion exprimées au moyen de fonctions p-périodiques et uniformes (donc, p-

elliptiques), nous nous proposons de considérer les fonctions J W)

U définies ci
vi» Jo,, definies ci-

dessous: posons, pour tout nombre complexe non nul A:

(/.. _ (q‘+l7q) (;qu/Z/x) Lov+L, _x_2
JvJ (X, q) - (q7 q)oc Hp(/l/x) 201 anvq 345 4 )

la définition de J(l) , €tant similaire (changer v en —v). Puisque #0,(pt) = 0,(¢), la

fonction x> ,(% //> Y satisfait & la méme équation aux g-différences que x+x"; on

en déduit que, étant donné un nombre complexe non nul A, le couple
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(J‘(,yli) (x5 q), Iy, A(x; q)(l)) constitue, pour I’équation (0.3), un systéme fondamental de
solutions méromorphes dans le disque pointé 0<|x|<2.

Soient les fonctions f,(#) (¢ = +2¢*4i) étudiées dans le paragraphe précédent,
dépendant du parameétre v; posons
1/2

/2
g = CE e o,

on a les “‘symétries”
J06q) =i q) =i, (~19);
par ailleurs, on remarquera que les fonctions ]511) (t;9), jg}la(t; ¢) forment un systéeme

de solutions méromorphes dans le plan C*.
Posons enfin:

1/2’ 1/2; 0, (—a v/2t 0 (It
Cv,oz()vy t q) _ (qlJrv qi‘,_ q)f) [7( q ) Pv(/z );
(@475 q) o, 0p(—2)6,(24*21)

ceci définit une famille de fonctions p-elliptiques en #, c’est-a-dire:

Coo(Zste®™;q) = Cou(ist;q),  Cou(hpt;q) = Cu(h 15 q).

Théoréme 2.1 (Formule de connexion). On a:

. ) Do,
M)\ Culhtg)  Coulhng) ) [ I
j‘(l)x(l‘ q) Cv,foc(jw L q) Cfv,fat()“a I8 q) J(ilv)’;'(x; q)
ou eC* xt =1 et 0<|x|<2.

Preuve. Ceci n’est qu’une réécriture du théoréme 1.4. [

Discutons maintenant du passage a la limite, quand ¢ tend vers 1, du théoréme 2.1.
Pour ceci, on a besoin notamment de connaitre du comportement asymptotique de la
fonction 0,(x) (= 3,7 ¢""~V/?x") pour ¢ infiniment proche de 1. Notons d’abord
I’équation fonctionnelle

0,(v/gx) = /—2n/In ge 21‘1‘1 g9’ 0, (\/q'x"), (2.2)

ou l'on utilise la transformation (g, x)+— (¢*, x*) définie par

2mi
2 log x
q* _ e4n /In q7 X = e “Ing g

log désignant la détermination principale du logarithme sur la surface de Riemann
de celui-ci notée C*. En posant, pour tous qelo, 1] et xeC*:

T,(x) = (—In g/ (2n))/4elloe 1 /4 a)g ( /gxc),
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on constate aussitot que (2.2) équivaut a la relation suivante:
Ty(x) = Ty (x7),

qui peut €tre obtenue, c’est un grand classique, avec la formule sommatoire de
Poisson (cf. [8, p. 244; 12, 69]). Remarquons en passant que (2.2) représente une
formule de connexion entre les deux solutions types—qui sont 0,(,/gx) et

e~(108%°/(21n9)__de |3 méme équation aux g-différences V3xy(gx) = y(x), la fonction
x> 04 (\/q*x*) étant en fait g-périodique.

A laide de la formule (2.2) (ou ¢* — 0 si g— 1) et/ou la formule du bindme basique,
on peut établir la

Proposition 2.3 ([6, p. 9; 12, p. 71 et 74]). Soient vy, [ deux nombres complexes non
nuls et soit log la détermination principale du logarithme dans le plan coupé C\] —
00,0]. On a les assertions suivantes.

(1) Pour tout xeC\| — o0,0], on a:

lim 04" /%) = xI7F = lr=Pllogx.
a=1- 04(q" /x)

la convergence étant uniforme sur tout compact du plan coupé C\| — o0, 0].
(2) Pour tout xeC\[l,+ o[, on a:

m (q""x; 61)@ _ (1 _x)—"y' = log (1—x)
a1 (x19),,

9
la convergence étant uniforme sur tout compact du plan coupé C\[1,+oo].

Comme cas limite du résultat (2) ci-dessus, on a la limite suivante de la fonction ¢-
Gamma de Jackson (cf. [2]):

(@49). : !
— 2 (1-q) = =——, 2.4
T S 7 B (CES 24
laquelle implique la limite
12 1/2. (= 1
llm (q 7q ’q)gg ( V) — . (2'5)

M09 Do (] _ ) = :
P B N Y (V- B (V) R T T Ay
Avec la formule (2.2), on établit la version suivante de la proposition 2.3:
0,(q"/((1 — .
g=1- 04(¢" /(1 — q)x))
—q"/((1 — ; Y
— lim ( 6]3/(( Q)x)vQ)oo (1 _ q)ﬁ—, _ xyfﬁ (2.6)
a=1- (=P /(1 —g)x);9).,
pour tout xeC\] — o0, 0].
Revenons a la formule de connexion énoncée dans le Théoréme 2.1, substituons a
x (I —g)xetatt/(l—q) respectivement; pour alléger I'exposé, fixons o« = 2¢°/*i et
considérons seulement le cas ou 1 = o = 2¢°*i. On rappelle que les fonctions de
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Bessel J, sont données par:
2

Jy(x) Zﬁ (g)v oF1 (;V-i- 1;—%)-

Théoréme 2.7. Soient ). = o =2q¢>/*i dans le théoréme 2.1. On a les assertions
suivantes.

(1) Si argxe| —3n/2,7/2[, on a:
li '(l)( : ;q) _ =R (x) + e T ()

m :
gm1- v sin(vr)

l—g¢q

3

la convergence étant uniforme sur tout compact du secteur —3n/2<argx<m/2.
(2) Siargxe| —n/2,3n/2[, on a:

1) ¢ . B _e—vni/ZJv(x) 4 evm’/2]_‘y(x)
AL sin(vr)

lim j}
q—»l’

Y
la convergence étant uniforme sur tout compact du secteur —n/2 <arg x<3m/2.

Preuve. Nous ne démontrons que la premicre assertion, la deuxieéme s’en déduisant

trivialement avec la relation jg}l“(t; q) = jg}l“(—t; q). Nous laisserons au lecteur le

soin de vérifier le caractére uniforme de la convergence évoquée dans le reste de la
démonstration.

D’aprés le Théoreme 2.1 ou sa version initiale 1.4, on peut décomposer ]‘, (t/ (1-
q);q) sous la forme suivante:

(1
()

1/2 1/2 v/z _ _N2,2
_ (¢".4"%9), 0,(—2g"1/(1 ~ q)) @Owﬂ%_a mx>+

(4.9~ ,q) 0,(— fﬂ/(l— q))
L @P1050), 0(-oq~ 1)1~ ) GOMqu_iﬁ>

(4, 9:9) » 0,(— Oft/(l—q))

Quand g—1,onap—letl—gx2(1l —p); avec (2.6) ou (2.2), on trouve (x = 1/¢):

. Op(—ag"?t/(1 — q)) i (XY
Jm po,,(_m/(l_q)) (1—g)™ =P (E)

pour tout xe C* tel que arg (ix) €] — n, 7| i.e arg xe] — 31/2, /2] avec i = ¢™/2. La
preuve s’achéve avec (2.5) et la limite évidente suivante:

1 — 2.2 2
lim ¢, 070;11““;61,—ﬂ =0 F) f;V+1;—x— . g
q—1- 4 4
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Soient Hv(l), H” les fonctions de Hankel définies respectivement  sur
—n/2<argx<3n/2, —3n/2<argx<mn/2 par [13, 6.11 (3-4); 11, (3.4.8)]; on a,
d’apres [13, 3.6 (2)]:

J_y(x) — e, (x)
N i sin(vr)

J_y(x) — €™ J,(x)
—isin(vr)

On peut alors traduire le théoréme 2.7 de la fagon suivante:

. t .
lim jf,vla) (— q) = ie"™PHO (x),

qg—1- 1 — q’

. t _—

lim j V) (——q) =ie™?HD (x). (2.8)
g—1- vima\ ] — q v

3. Une expression explicite de f, conduisant a la série divergente ,Fy(v + 1/2,—v +
1/2;—; +it/2)

Rappelons que f, est, par définition, I'unique série entiére solution de I’équation
(1.2) et telle que le terme constant soit €gal a un.

Proposition 3.1. On a:

Fo(Vpt) = (at; p) 200, (p* T2 p 2 —pip,at).

Preuve. Substituons ¢ a /pt puis («t; p) ,u(t) a f(,/pt) dans la relation (1.2), mettons
ensuite (1 — pat) comme facteur commun; on obtient I’équation

{~=(1+ pat)oy + (p' 2 + p P )pat)a, + (1 — ar) }u(r) = 0.
Siu(t) =3, un(at)" avec u,€C, on a la relation de récurrence (n>1)
(1 _|_pn)(1 _pn)un — (1 _pv+1/2+n71)(1 _pfv+1/2+n71)un —1,

laquelle permet de completer la preuve. [

Par conséquent, pour reconstituer le théoréme 1.4 il suffit d’appliquer a la fonction

20, (p V2 p= 12 _pe b at) la formule de Watson (0.2) et ensuite utiliser la relation
suivante.

Lemme 3.2. Soit p=,/q. On a:

V12 v1/2, v+l
) b

(xX;0) . 201(0,0;¢" 1 g, —x*) =2 @, (p —p" T2 p7 i p —x).

—1 r. ’ . .
Preuve. Avec 7, = (Ziil)v’ on écrit I’équation (0.1) sous la forme suivante:

{(¢ = abgx)ay — [(c +q) — (a + b)gx]oy + q(1 — x)}u = 0;
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on peut vérifier que, si c¢{1,1/¢,1/¢%, ...}, la fonction »¢,(a, b; ¢; ¢, x) est Punique
solution de cette équation analytique qui vaut 1 au point x = 0. Le lemme en découle
immédiatement car les fonctions

V12 vl/2 2,
) 7p )

201 (P2 —p pi=x),  (%:p),201(0,0:¢" ¢, —x7)
satisfont toutes deux a I’équation

{(1=px)oy—(1+p ), +p (1+x)}y=0. O

Avec (3.1), la définition de la fonction ) (cf. § 2) devient:

j(l)(l' q) = (P:9) 9}?(_‘11)71/21) 1
T 6@y, Op(—ar) (P2 (a)ip) .,
201 (P2 p R —pip,ap ™! ).
Jusqu’a la fin du paragraphe, fixons o = 2¢*/*i. On rappelle que x = 1/z.

Observons en premier lieu que, si ¢— 17, on a la convergence formelle (i.e. terme a
terme):

—1/2[ 1
20 (pv“/27p_”“/2; —pip. 2 ) —2F (v +1/2,=v+1/25—; ——.).
1—g¢q 2ix
Notons également que, d’apres la formule du bindme basique, on a:
. 1 .
lim =e " (3.3)

g1 (p¥*(1 = q)/(a1);p) .,
pour tout xe C*. En utilisant (2.4) (avec I'(1/2) = /%) et (2.6), on trouve:
(), Op(—ap” 2t/ (1~ q)) _ <3)‘/2 i/
M g, Gafi—a) \mx) 54

pour tout 1€ C* tel que arg t€] — n/2,3n/2[ (donc, arg xe] — 3n/2,7/2[). En somme,
on vient de vérifier que, lorsque o = 2¢%/%i, argxe]—3n/2,n/2[ et g—17, la

fonction ]Sla)(t/(l —¢q);q) admet pour “limite formelle” ’expression

b 2 1
(> e’x“’/42F0(v+1/2,—v—|—1/2;' >

X T 2ix

La série 2Fy(v+1/2, —v+1/2;—;—ﬁ) étant Borel-sommable dans toute

direction sauf arg x = n/2 modulo 27, sa somme de Borel notée u(v; x) est fournie
dans le secteur —2n<arg x <= par ([13, 7.2 (8); 11, Théoréme 3.4.1]):

X 1/2 x—vr/2—n/4)i
u(v;x):<7) X vm2=n/ i Q) (). (3.5)
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Théoréme 3.6. Pour tout xe C* tel que arg xe| — 3n/2, /2], on a:

~1/2
) , . ap~ 12t
Jim 20, (p‘“/zm U —pip p ) = u(v; x),

la convergence étant uniforme sur tout compact du secteur —3n/2<arg x<m/2.
Preuve. Il suffit de combiner (2.8) et (3.3)~(3.5). O

Remarquons que 1’on pourrait démontrer ce dernier théoréme au moyen d’une
intégrale du type Barnes-Mellin pour la fonction »¢,(...) en question.

4. Les fonctions g-Bessel JV(2)(x; q) vues comme transformées de g-Borel-Laplace de
(1)
Sy (x;9)

Une seconde famille de fonctions g-Bessel introduite par F.H. Jackson est la
suivante:

v+1. ) X\ v x2qv+1
() = Y De (X' g (110, ,
v (X,q) (q7q)m 2 oq)l 3 q ‘D 4

ou xeC* et ou la série hypergéométrique basique 0¢:(...), de rayon de convergence
infini, est définie par

00 (—i6q,x) =Y ————
l ,; (4:9),(c;9),,

qn(nfl) B
¥ (ctq™),

Par un calcul directe, on peut vérifier que la fonction 7P (x;¢q) est solution de

I’équation aux g-différences ([6, p. 25; 7, (1.17)])
.X'2 v —v

{(1+ 5 )o@+ a7, 1 ot =0 (@)

pour laquelle J? (x; q) est aussi solution.
D’aprés W. Hahn (cf. [6, p. 25]), on a la relation

TP (x59) = (=X /49) . IV (xq),  |¥<2; (4.2)
celle-ci équivaut a dire que la transformation y+— (—x?/4;¢) .y permet de passer de
I’équation (0.3), satisfaite par JSI)(x; q), a ’équation (4.1) de Jf,z)(x; q). Puisque

(=x*/4:9) , = (ix/2, =ix/2;p)
avec la relation (3.2) on en déduit que

v, _xzqurl — (ix/2: b VL2 vl /2 vy
0P 5 q 4, 4 —(IX/ Jp)a) €01(P , P P 7P7lx/ )7
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ce qui donne, grace a la formule de Watson (0.2):

2 v+1
, x%q
oqol(;q‘“;q,— 1 )

1 0 (—p+1/21x /2 ) B |
= Z(q qv+1.q) < Izgpf(lx)p)/ )2(/)1(17 +1/2 D +1/2 —pip, 2]7/(1)6))
0,( p't1/%ix/2 .
+W2¢l(pv+l/2,p v+l/2 —pip, 2p/(lx))>. (4.3)

On remarquera que, d’aprés la formule (1.4.3) de [6, p. 10], on a:
(=2p/(ix);p) 201 (=p"* /2, =p™" 1% —p; p, =2p  (ix))
= (2p/(ix);p) . 201 (P2, p 72 —pip, 2p (i) (44)

Un point de vue adopté ici consiste a regarder les fonctions Jv(z) (x;¢) comme
transformées de g-Borel-Laplace de Jf,z)(x; q). Cela permettra de développer, en
quelque sorte, J‘(.z) (x;¢q) en somme de deux séries entiéres dont les coefficients sont

des valeurs prises par J? (x;¢) en des points “‘entiers” ; voir (4.7) plus loin.
Comme dans [14], appelons transformation de p-Laplace d’ordre un (ou de g-

Laplace d’ordre 1/2) 'automorphisme #.; de I’espace C-vectoriel C[[x]] qui envoie

n—1)/2

tout mondme x” en p"( x". On a:

2 2.1)2
: x v x
Lpi 2<P1<070;¢I"+1;61, 4> =0 901(;61“;61, Z >

ce qui implique, avec (4.2), la relation

2.1/2 vl 2 v
el Xq )_ (0(/’1( ¢ g, —x%q /4))
01| —34" 7 5 g, — =L . 4.5
1( 4 ? (—x2/4:9) , (*3)

Pour abréger, notons

v x2
¢,(x) =0 901< ,q+1§5174>-

113

C’est une fonction entiére qui admet a l'infini une croissance ‘“p-exponentielle
d’ordre un”: il existe un x>0 tel que @, (x) = O(eIn)*/C /P x|#) Jorsque |x|— +
0.

D’une fagon tout-a-fait analogue a ce que 1’on a fait dans la preuve du théoréme

1.4, on déduit de la relation (4.5) les égalités suivantes:

=5 [ . )

©_ 0. (p"1¢) (x> 1., >
: ”ZO - < @), (ie/zp), "\e) €70
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() 1 ( lX) pn(l1+l)/2 len ( 2p1>n
2(q:9) (” 2 Z:o (¢:9), (2 A

=

+0, <’X) p 21‘p“+1")(@> . (4.6)
n=0 44 X

Ici, le rayon r est choisi plus petit que 2; ’égalité (*) résulte du théoréme des résidus
car, pour tout ( paramétre) x de module assez grand, I'intégrand est une fonction du

type O(|¢| %) quand |¢] = 2p~"""/25 oo (un argument du a Littlewood); et I'on
obtient le passage (**) en réactualisant les formules (1.5).

La fonction x> ¢, (x) étant paire, on a, dans (4.6), ¢,(2ip*™'~") = ¢, (=2ip"+t1~")
pour tout neN. Quand n = 0, on obtient:

n(n—1)

PR q (v+1)n 1
@,Q2ipt) = g =
,;(q,q“;q)@ (@1 q)

d’apreés la formule (1.5.1) de [6, p. 10] (avec ¢ = ¢"*!, a et b tendant vers I'infini).
Cela étant, posons ¢ = 1/x et associons, a chaque o€ {2¢%/4i, —24°/*
déja choisis dans § 1!), la série entiére de ¢

i,=2q'"i} (ces o étant

hy(t) = ("1 p % Qip™ ") p (o)

n>0 49

elle vaut 1 au point # = 0 et son rayon de convergence est au moins égal a 1/2. Vu la
relation 0,( px) = 0,(1/x), on peut écrire (4.6) sous la forme

1

v+1 vl —v—1 ).
PP = SO (0 + Oyl ) B
autrement dit, on a:
1 x\"Y
JO(x;q) = =———(5) (0,(=op™" " 0)h,(2) 4 0,(op™" "1 1) ho(—1)). 4.7
Ds) = 57 (5) O™ Oh0) + 0300770 b)) (47)

Du fait que ¢ (p'*'x) vérifie également la relation (4.3), on déduit, avec (4.4),
I’expression suivante:

v+1/2 —v+1/2. C—pip, — ]/2)
(ap‘”zt,p)m '

Par identification de coefficients de /,(¢), on établit la

o) _20i(p

Proposition 4.8. Pour tout neN, on a:

v+1—n) _ (q’ q)np—n(n—2v)/2 n (_1)m(pv+l/2’p—v+l/2;p)m.
@), 4= (@@, (pip)n—m

001 (—34" 5 q,q



222 C. Zhang | Journal of Approximation Theory 122 (2003) 208-223

Remarquons que la relation (4.7) est exactement la formule [4, (1.10)]. En effet,
d’apres la transformation de Jackson [6, (I11.5), p. 241], la fonction f(x, a; q) définie
par [4, (1.9)] peut s’écrire sous la forme suivante (p = /q):

0,(—iax) < p ip>
X,a;q) = a,=—pip,— .
f(x,a;9) (p7%;q)m2901 a2 i

5. Commentaires

Il est bien connu que la transformation de Laplace joue un réle important dans
l’analyse de la singularité d’une équation différentielle analytique ainsi que dans la
théorie des fonctions spéciales. Nous avons examiné [14,15] durant ces derniéres
années, des possibilités de faire adapter cette transformation a I’étude locale d’une
singularité d’une équation aux g-différences; la version adoptée dans le présent
article est introduite dans la Note [15]. Nous allons terminer article par quelques
commentaires sur les résultats obtenus ci-dessus.

(5.1) La formule (4.7), valable pour tout paramétre v n’appartenant pas a
I’ensemble des entiers strictement négatifs, est une version g-analogue du
développement asymptotique suivant (cf. [13, 7.21 (1)]):

2\ !/? .
Jy(x)~ () (Uycos(x —va/2 — mn/4) + V,sin(x —vr/2 — n/4))
X
ou U, V sont deux séries entieres, divergentes, en 1/x. Les “grands zéros” & de J,(x)
sont approximativement donnés par la simple relation trigonométrique

cot(¢ —vn/2 —n/4) = 0.

De fagon similaire, les “grands zéros” ¢ de Jsz)(x; q), fournis par la fonction
@,(p"*'x), sont voisins des grandes racines de I'équation “elliptique”

Op(—op™"1&) + Op(op™" 1) = 0;
ceci fournit une explication a des résultats de M.E.H. Ismail [7, Theorems 4.2-4.3].
(5.2) Dans la famille des fonctions ¢-Bessel J‘Ek) (x;9) (k=1,2),il y a notamment

les versions g-analogues de sin x et cos x, introduites par F.H. Jackson (cf. [6, p. 23]);
ces derniéres correspondent aux cas ou v = —1/2, 1/2. Par exemple, on a:

cos,(x) = ¢,(0,0;¢"% ¢, —x),

et le corollaire 1.6 impliquera:

(gpa) . (0 fa(t)2) Ja(—1/2)
cosp) = =75 <ep<o<zpl/2/z> * ep(arp1/2/2>>'

Nous avons supposé v¢ Z. Comme on vient de faire remarquer dans (5.1), cette
hypothése restrictive peut étre remplacée dans une bonne partie de § 3, par v¢ — N*.
En ce qui concerne le Théoréeme 1.4, si v était un entier non strictement négatif, on
aurait a la place de 2¢,(0,0;¢*"'; ¢, —x*/4) une partie g-logarithmique; ceci résulte
du fait que ’on aurait a appliquer le Théoréme des résidus a une fonction ayant des
poles doubles (voir le dernier paragraphe de [15]). Une autre fagon de traiter le cas de
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v entier non négatif consisterait a poser, dans (1.4), v =k + ¢ (keN) puis a passer a
la limite avec £¢—0.

(5.3) La formule de connexion (0.2), rappelée au début de I'article et due a G.N.
Watson, concerne la famille des séries hypergéométriques basiques ¢, (a, b; ¢; ¢, x),
mais elle ne reste valable que si ab#0. Nos formules (1.4) et (4.7) peuvent étre
considérées, via la Proposition 3.1, comme cas particuliers de (0.2). Que se passe-t-il pour
201(a,b; c;q,x) sia=0et bc#0 ? En résolvant a I'infini 'équation aux g-différences du
second ordre correspondante, on sera conduit a étudier des séries entieres divergentes (c-
a-d: le rayon de convergence vaut zéro); voir le travail [16], ou nous avons présenté une
synthese sur diverses méthodes de sommation possibles pour ce type de série divergente.

La connaissance de la matrice de connexion a la Birkhoff permet de classifier les
équations aux g-différences linéaires fuchsiennes sur P(C); en plus, elle sert a décrire
leur groupe de Galois associé. Pour ces matieres, voir [3,5,10,12]. On connai t peu
d’énoncés dans le cas non fuchsien ; voir [16, Théoréme 1.5.3].

Nota. Une partie de ce travail a été présentée a la conférence “Special Functions 2000:
Current Perspective and Future Directions” (29/05-09/06, 2000, Tempe, Arizona State
University, USA). Je tiens a remercier les organisateurs de la conférence et
particulierement a Professeur Mourad E.H. Ismail pour le témoignage de son intérét.
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